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EQUATIONS CONSTITUTIVES ET DIRECTEURS DANS
LES MILIEUX PLASTIQUES ET VISCOPLASTIQUESt

J. MANDEL

Ecole Nationale Superieure des Mines, Paris

Resume-On etudie la structure des relations de comportement d'un milieu eIastique-plastique ou elastique
viscoplastique en transformation finie. On montre que les discontinuites qui sont a I'origine de la deformation
plastique se traduisent par I'inftuence de vecteurs directeurs caches, qu'on fait intervenir par Ie moyen de:

I. Variables internes dans la definition de l'etat;
2. Un triedre directeur dans la definition de I'orientation.
La transformation thermoelastique-viscoplastique est decomposee en introduisant une configuration

intermediare relachee. Un fait important est que, sauf dans Ie cas d'isotropie dans les configurations reliichees,
les relations de comportement doivent faire intervenir non seulement la vitesse de deformation (et les variables
internes) mais encore la vitesse de rotation du triedre directeur par rapport aI'element de matiere.

1. INTRODUCTION

LA presente etude reprend en partie les considerations presentees dans [1, a, b, cJ, mais les
complete par l'introduction de la notion de directeurs, qui nous parait jouer, au depart,
un role important lorsque Ie milieu plastique n'est pas ou ne reste pas isotrope. En par
ticulier cette notion explique pourquoi les differentes configurations relachees deduites de
l'une d'elles, a l'instant, t, par une rotation, ne sont pas equivalentes entre elles, pourquoi
il nous a ete necessaire dans [lJ de faire intervenir un "triedre directeur", pourquoi la
theorie de A. E. Green et P. M. Naghdi [2J coincide avec celle de E. H. Lee [3J dans Ie cas
d'un milieu isotrope [4J, pourquoi elle n'est en realite valable que dans ce cas. En outre, Ie
triedre directeur clarifie la question du critere d'ecoulement d'un corps anisotrope et
precise la vitesse de contrainte a faire intervenir dans les relations de comportement.

II n'est pas question ici de formuler avec precision les relations valables pour tel et tel
materiau plastique ou viscoplastique. Notre but est de chercher dans quel cadre, physique
ment correct et mathematiquement coherent, doivent s'inserer ces relations, c'est-a-dire
d'etudier leur structure.t

Le cadre Ie plus general et Ie plus correct serait celui d'une representation fonctionnelle,
introduisant toute l'histoire des variables observables. Les difficultes d'une telle repre
sentation nous conduisent a lui substituer la representation par les variables cachees.
Nous postulons que I'etat thermodynamique actuel peut etre defini par la donnee des
variahles observables (deformations, temperature) et des valeurs actuelles d'un certain
nombre de variables cachees, que nous appellerons variables d'ecrouissage, en lesquelles
se trouve en quelque sorte condensee l'influence de I'histoire passee.

Un fait tres important est que, pour les milieux plastiques anisotropes, I'introduction
de variables internes cachees exige aussi celle d'un triedre cache dont la vitesse de rotation

t Communication au 13eme Congres International de Mecanique theorique et appliquee (Moscou).
t Nous ne ferons meme pas allusion ici aux notions de potentiel plastique et potentiel viscoplastique (cf. Ib).

malgre leur grand interet.
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n'est pas Iiee au gradient de la transformation du macroelement. L'intervention d'un tel
triedre, que nous appelons triedre directeur, est liee au fait que la deformation plastique
resulte de discontinuites des deplacements ou des rotations entre les microelements
orientes dont la reunion forme Ie macroelement.t Le milieu plastique est un milieu a
directeurs non materiels, i.e. qui ne subissent pas la meme transformation que I'element
macroscopique. Toutes les theories de plasticite anterieurement formulees ont ignore ce
fait et de la sorte ne sont valables (en transformation finie) que pour les milieux isotropes.

2. LES CORPS ELASTIQUES-VISCOPLASTIQUES

Ce sont les corps pour lesquels on peut definir a chaque instant, dans l'espace des
contraintes, un domaine elastique borne tel que si la contrainte reste interieure a ce
domaine les deformations sont reversibles, quelle que soit leur vitesse.

Lorsque la contrainte sort de ce domaine, des deformations permanentes, dites
plastiques, se produisent. A ce moment la contrainte depend du trajet de deformation et en
general de la vitesse a laquelle il est decrit (corps viscoplastiques). La plasticite classique
(non visqueuse) correspond au cas d'une contrainte independante de la vitesse de
description du trajet.

La frontiere elastique se modifie au cours du temps sous I'ellet de deux causes:
1. Les perturbations introduites par la deformation plastique (c'est I'ecrouissage);
2. Des remaniements lents qui s'operent meme en I'absence de deformation plastique

et meme en l'absence de toute deformation (c'est Ie radoucissement ou restauration). II est
necessaire ~e tenir compte du radoucissement pour expliquer un certain nombre de
phenomenes: diminution, au cours d'une periode de repos, de la limite elastique obtenue
apres une deformation plastique, ftuage a vitesse constante sous contrainte constante,
hesitation (arret temporaire du ftuage a la suite d'une decharge). Les relations que nous
poserons tiendront compte simultanement de I'ecrouissage et du radoucissement.

3. CINEMATIQUE DE LA TRANSFORMATION
ELASTIQUE-VISCOPLASTIQUE

Soit (0) la configuration occupee par un element macroscopique de matiere a I'instant 0,
sous contrainte nulle et a la temperature To, (a) la configuration qu'il occupe a l'instant
actuel t sous une contrainte (J et a la temperature T. On introduit [IJ une configuration
intermediaire (K) dite configuration relachee actuelle, en supposant qu'a I'instant t on
decharge rapidement I'element et on Ie ramene a sa temperature initiale. La configuration
(K) n'est definie qu'a une rotation pres.

Soit F Ie gradient de la transformation complete 0 -> a, P celui de la transformation
dite plastique 0 -> K, E celui de la transformation elastique K -> a.t On a:

F = EP

grad v = FF- t = EE- t +EPP-tE- 1

~ = {grad v} = {EE-t}+{EPP-tE- t}

(3.1)

(3.2)

(3.3)

t Toute description non lagrangienne du comportement d'un milieu anisotrope introduit necessairement un
triedre directeur qui fixe I'orientation. C'est vrai meme pour un milieu eIastique. Dans Ie cas actuel, ('introduction
de directeurs est necessaire meme en description lagrangienne (cf. n° 8 et 9C) a cause des discontinuites.

tOn peut objecter que dans certaines conditions, la transformation reelle par decharge rapide pourrait
comporter des deformations plastiques de sens oppose aux deformations a la charge. Dans un tel cas, it faudrait
considerer une decharge virtuel/e suivant Ie comportement thermoelastique.
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v designe la vitesse, grad v son gradient par rapport aux coordonnees actuelles x, ~ la
vitesse de deformation (rapportee ala configuration actuelle), { }la partie symetrique d'un
tenseur.

Chacun des termes du deuxieme membre de 3.2 ou 3.3 depend de la configuration
reHichee choisie, plus exactement de la fac;on dont elle varie entre t et t+dt. En elfet, si
E' = EV (V orthogonal), on a:

(3.4)

ou t = transpose.
C'est seulement pour un choix bien determine du mouvement de la configuration K

que l'expression "vitesse de deformation elastique" pour Ie terme {EE -I} du second
membre de 3.3 peut avoir un sens physique (encore n'est-ce pas toujours Ie cas). C'est ce
qui resultera de l'etude thermodynamique faite au n° 6.

4. LE MILIEU PLASTIQUE EST UN MILIEU A DIRECTEURS

La deformation plastique est Ie resultat de discontinuites des deplacements ou des
rotations entre les microelements dont la reunion constitue Ie macroelement. Par micro
element nous entendons un domaine dans lequel il n'y a pas de discontinuite. A titre
d'exemple, un element macroscopique d'un sable contient un grand nombre de grains
entre lesquels se produisent des glissements et des rotations relatives: les grains sont les
microelements.

Au centre d'un microelement, nous pouvons attacher trois vecteurs d~ dans la con
figuration initiale, qui deviennent d: dans la configuration actuelle. Ces vecteurs do, da

sont appeles vecteurs directeurs (respectivement dans la configuration 0 et dans la con
figuration a). 11 y a autant de triplets de directeurs que de microelements dans un macro
element donne. Ces vecteurs ne subissent pas (a cause des discontinuites des deplacements
et des rotations) la meme transformation que les lignes materielles qui joignent les centres
de microeIements. C'est en cela que Ie milieu plastique dilfere du milieu continu classique.
On doit Ie concevoir un peu comme un milieu de Cosserat [5J, dans lequel les micro
elements ont une rotation dilferente de la rotation globale du macroelement.

Cependant il ne s'agit pas ici d'un milieu eIastique. La rotation relative de deux micro
elements contigus est rendue possible par les discontinuites et n'implique pas l'existence
de couples de contraintes. Par exemple deux grains de sable contigus peuvent tourner I'un
par rapport a l'autre; on sait qu'il existe en leur point de contact des couples resistant a
la rotation relative mais ils sont tout afait negligeables. Dans Ie cas de grains d'un metal,
sans meconnaitre la possibilite de couples de contraintes [6J, il parait legitime de les
negliger en premiere approximation al'echelle de l'element polycristallin.

11 faut observer en outre que les rotations des microelements sont determinees par
l'histoire de la deformation du macroeIement et de la temperature T. Ce sont donc,
lorsqu'on adopte une representation fonctionnelle du comportement, des fonctionnelles
de T et du gradient F de la transformation du macroelement, et non des variables
independantes.

De la sorte, Ie milieu plastique reste (en premiere approximation) un milieu materielle
ment simple, i.e. un milieu dans lequel Ie tenseur des contraintes (J est une fonctionnelle
de T et du gradient F et non de leurs derivees spatiales.



728 J. MANDEL

Le role des directeurs disparait donc dans la representation fonctionnelle. Cest dans
la representation au moyen des variables observables et cachees actuelles qu'il va apparaitre,
les directeurs etant alors des variables cachees.

5. VARIABLES D'ECROUISSAGE ET REPERE DIRECTEUR

On suppose que par rapport a certains axes, I'etat thermodynamique de I'element de
matiere peut etre defini par les variables suivantes:

L\ tenseur de deformation de Green dans Ie passage de (K) a(a).t

L\ = MEtE-I) (5.1 )

T temperature (absolue)
(Xj variables d'ecrouissage, variables internes cachees, scalaires ou tensorielles.

On peut aussi prendre comme variables T, (Xj et:
7t tenseur des contraintes de Kirchhoff par rapport a la configuration K, lie au tenseur

de Cauchy cr par:

(5.2)

L'hypothese des variables d'ecrouissage implique I'existence d'une suite privilegiee de
configurations reliichees, ou encore d'un (au moins) repere privilegie D pour les con
figurations reliichees, distinct du repere du mouvement. Un tel triedre sera appele triedre
directeur, parce que sa position precise I'orientation de l' element de matiere.

En effet prenons un autre repere S dont D se deduit par la transformation orthogonale:

(5.3)

(l'accent est reserve aux grandeurs relatives aD). Les tenseurs deviennent:

Donc I'etat thermodynamique est maintenant defini par 11, T, (Xj et p. p correspond a
I'orientation, qui evidemment intervient s'il n'y a pas isotropie dans les configurations
reliichees.

Toutefois, si l'on prend pour p une fonction des (Xj' p = g((X), I'etat est a nouveau
defini par les seules variables 11, T, (Xj' Ceci montre que Ie repere directeur n'est pas unique
et qu'il y a une grande latitude pour son choix.

Soitfune fonction scalaire de I'etat thermodynamique. Si I'on prend des configurations
reliichees telles que Ie triedre D conserve une orientation fixe, configurations que nous
appellerons isoclines:

f = .I(So, T,&.) (5.4)

tIl pourrait sembler plus commode d'adopter une description lagrangienne, i.e. de se rattacher a une con
figuration fixe, comme ont fait A. E. Green et P. M. Nagdhi [2J, P. Perzyna [7]. C'est evidemment possible, mais
acondition d'introduire la transformation subie par trois vecteurs directeurs (de sorte qu'en general, on ne gagne
pas en simplicite). En elfet, a cause des discontinuites a l'interieur du macroelement, les deformations globales
par rapport a une configuration fixe ne permeltent pas de definir l'etat de cet element, a moins qu'il n'y ait
isotropie statistique dans toutes les configurations reliichees.
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est fonction seulement des variables thermodynamiques internes.
Avec d'autres configurations relachees:

(5.5)

n'est plus fonction seulement des variables thermodynamiques internes,t amoins qu'elle
soit isotrope, ou que p soit simplement une fonction des e:t.j • Cette derniere hypothese
correspond ou remplacement d'un triedre directeur par un autre (noter que la forme de
la fonction Jest changee).

Dans un monocristal les variables d'ecrouissage sont les variables qui definissent la
distribution des dislocations (densite de dislocations, densite de boucles de dislocation)
et plus generalement des defauts du reseau atomique. Un triedre directeur naturel est un
triedre attache au reseau, triedre defini par un plan atomique et une direction atomique
dans ce plan.

Soit maintenant un element polycristallin forme de N cristaux. Nous Ie dechargeons.
Dans la configuration relachee K du macroelement, il subsiste des contraintes residuelles
dans les cristaux. Ces contraintes residuelles constituent une premiere categorie de
variables d'ecrouissage.t De plus pour chacun des monocristaux nous avons:

(a) ses variables d'ecrouissage propres (variables internes liees aux dislocations);
(b) trois vecteurs directeurs attaches ason reseau atomique, comme indique ci-dessus.

Les trois vecteurs attaches au reseau de l'un (quelconque) des cristaux peuvent constituer un
triedre directeur pour Ie polycristal, les positions des autres directeurs dans cette base
etant des variables d'ecrouissage (3N-3 variables internes scalaires independantes).

II est preferable§ de prendre un triedre directeur dont l'orientation definisse une
moyenne (ponderee par les volumes) des orientations des divers reseaux atomiques.11 ~
Pour cela, ayant choisi dans chaque cristal et dans l'etat initial trois vecteurs directeurs
d?, d~, d~, nous prenons dans l'etat relache actuelles positions moyennes sur la sphere
trigonometrique des traces des d1, des d2 et des d3, d'ou un triangle I 11213 dont un sommet
et un cote adjacent permettent de definir un triedre directeur du polycristal (par exemple
Ie triedre directeur dont Ie ler axe est 011 et Ie 2eme se trouve dans Ie plan 01 J 2)' Comme
ce choix ne fait pas jouer Ie meme role aux trois sommets, on peut proposer la definition
suivante. Considerons Ie tetraedre 011 1213; d'abord dans l'etat initial, puis dans l'etat
relache actuel. On peut passer d'une position a l'autre de ce tetraedre par une affinite,
donc par une rotation suivie d'une deformation pure. La rotation definit achaque instant
un triedre directeur.

Dans l'etat initial, Ie choix des directeurs et de leur sens presente un certain arbitraire,
d'ailleurs utile. Par exemple, on peut convenir de prendre d? (i = 1,2,3) de s.ens tel que

tUn triedre directeur est un triedre cache dans l'element de matiere macroscopique. L'introduire revient
it separer l'ensemble des variables cachees en variables (%i fixant l'etat interne et variable p fixant l'orientation.
C'est seulement dans Ie cas d'isotropie dans les configurations reliichees que son introduction est inutile.

t Non independantes entre elles (equations d'equilibre).
§ Preferable, mais nullement obligatoire. L'avantage de ce triedre est que les coefficients d'elasticite ne

dependent pas ou ne dependent que tres peu des parametres 0< (cr. n° 6).
II La part d'arbitraire qui existe dans la definition du triede directeur s'explique par la possibilite de remplacer

ppar g(lXj ).

"l A titre d'exemple, soit un element forme de trois cristaux a, b, c, it deux dimensions pour simplifier, de
surfaces Sa' Sb' se' Dans chacun d'eux un seul directeur suffi!. Soit da, db' de ces directeurs. Un repere directeur
peut etre attache soit it da•soit it db' soit it de' soit it leur somme ponderee sada + Sbdb + sede. Les angles da, db' et db' de
(ou da, de) sont des variables internes.
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(6.1 )

sa ieme coordonnee d~ soit positive, de telle maniere que les moyennes de ces d~ ne soient
pas nulles et que les points moyens soient certainements detinis. S'il y a isotropie statistique
dans l'etat initial, I? sera alors suivant Ie 1er axe, I~ suivant Ie 2eme axe, etc. Ensuite, les
sens des vecteurs d ne sont plus arbitraires, de sorte que, si l'isotropie subsiste, elle
n'empeche pas Ie triedre directeur de tourner. Elle entraine seulement que la vitesse de
rotation du triedre directeur cOIncide avec celie de I'element lorsque Ie choix du triedre
directeur respecte I'equivalence des divers vecteurs directeurs, ce qui est Ie cas pour la
derniere definition proposee. Dans ce cas, Ie triedre directeur est corotationnel al'element.

6. ETUDE THERMODYNAMIQUE

Soit u l'energie interne, s l'entropie, q> = u - Ts l'energie libre, par unite de masse. En
utilisant des configurations reliichees isoclines, u, s, q> sont des fonctions de A, T, a.k • Done,
par exemple:

~ = tr(~:A)+~~t+tr(~:j~j)

oq>/oA designe Ie tenseur de coordonnees oq>/ol1ij et tr la trace.
Utilisons l'inegalite de la puissance dissipeet (puissance transformee en chaleur):

( a~) .¢ = tr p -(~+sT) ~ 0 (6.2)

(6.3)

pest la masse volumique actuelle.
Le ler terme du 2eme membre de 6.2 (puissance des contraintes par unite de masse)

s'ecrit encore (en utilisant 5.2, 3.3 et 5.1):

~ = tr(;K A) + tr(;K E'EPP-
I
).

La deformation A a ete definie en imaginant une decharge elastique tres rapide (done
sans variation des a.) de la configuration (a) a la configuration (K). Dans ce cas ¢ = 0,
. J
P = 0, ~ = 0 et on deduit de 6.2 :

oq>
s= -oT·

Le premier terme de la puissance des contraintes :

(1tA) (aEE-I)'PI = tr p: = tr --p-

est donc egal d'apres 6.1 au taux d'accroissement de l'energie libre du fait de la variation
de A. On note toutefois que cette expression n'a pas un sens physique bien determine
puisque Adepend du triedre directeur choisi.

t Elle se deduit de l'inegalite de Clausius-Duhem, expression generale du deuxieme principe de la thermo
dynamique, en prenant grad T = o.
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Supposons que, pour un certain triedre directeur, ({J puisse mettre sous la forme:

(6.4)

({Jl(&, T) est l'energie libre recuperable par decharge, ({Jz l'energie libre "bloquee"
(correspondant aux dislocations et aux contraintes residuelles). L'hypothese signifie que,
par rapport au triedre directeur en question, les coefficients d'elasticite sont independants
de l'ecrouissage.

Dans ce cas 'l\1 est egal au taux d'accroissement de l'energie libre recuperable et Apeut
etre appele vitesse de deformation elastique par rapport a la configuration reUichee. Par
rapport a la configuration actuelle, cette vitesse devient:

Q: - fE'E- 1 1=d-l f· (6.5)

La relation 3.4 montre qu'avec un autre choix de configurations reliichees (non liees a
un triedre directeur) ou un autre choix de triedre directeur, l'expression 6.5 n'a plus la
meme signification physique precise.t

Quant au 2eme terme de la puissance des contraintes, il est egal d'apres 6.2 a
</J + tr[(a({J/a~)cij]. Donc, dans Ie cas envisage ci-dessus, la puissance depensee dans la
deformation plastique est la somme de la puissance dissipee et du taux de variation (a
T = Cte) de I'energie libre bloquee ({Jz.

Si, pour un repere directeur, les variables & et ~j se separent dans ({J suivant 6.4, il n'en
est pas de meme pour un autre repere directeur, puisque d'apres 5.5:

Le cas envisage est evidemment particulier. Dans Ie cas general il y a, dans la fonction
({J, couplage entre &et les ~j' quel que soit Ie triedre directeur utilise. Le taux de variation
de l'energie libre bloquee (celie qui subsiste dans la configuration reliichee) etant (a
T= Cte):

Ie taux de variation de l'energie libre recuperable est alors:

different de i31 (egal au ler terme). Cependant la difference reste faible si Ie triede directeur
est choisi comme nous l'avons fait pour Ie monocristal et pour Ie polycristal (N° 5 in fine).

Au surplus l'aspect energetique ne joue aucun role dans la suite. C'est pourquoi nous
pourrons sans inconvenient donner a I'expression 6.5 Ie nom de vitesse de deformation
elastique lorsqu'elle est relative a un triedre directeur (en retenant toutefois qu'elle n'est
pas independante du triedre directeur choisi).

t A moins qu'il y ait isotropie dans les configurations reliichees. Dans ce cas lJ est une fonction isotrope de
EE', donc E- llJE est symetrique, d'ou tr(lJEVV'E- I) = o.
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7. DERIVEES PAR RAPPORT A t DANS LE MOUVEMENT PAR RAPPORT A
UN REPERE DIRECTEUR

Au n° 6, on a utilise des configurations reliichees isoclines. En fait ce choix, commode,
n'est pas indispensable. Ce qui importe c'est de prendre les d6rivees par rapport a t des
grandeurs tensorielles attachees a la configuration K, non dans Ie mouvement de K par
rapport aux axes fixes S, mais dans son mouvement par rapport au triedre D. Du meme
coup se trouve resolue la question, restee obscure en phisticite classique, de la derivee a
introduire dans les relations de comportement: derivee de laumann, derivee de Truesdell
... ? Reponse: il faut prendre la derivee dans Ie mouvement par rapport au triedre
directeur D.t

Si D se deduit des axes Spar la transformation 5.3, sa vitesse de rotation par rapport
aux axes S a pour matrice dans ces axes:

(l)D = p~-l

et les d6rivees par rapport a t, mais dans Ie mouvement par rapport aD, de grandeurs ten
sorielles attachees a K et reperees dans S sont:

Dv .
pour un vecteur v Dt = v- (l)DV

Du .
pour un tenseur du 2eme ordre u - = u - (l)DU +U(l)D

Dt
v, Ii sont les derivees dans Ie mouvement de K par rapport aux axes S. Ces derivees

dependent de la suite des configurations K choisies, ou ce qui revient au meme, pour une
suite donnee, du mouvement du repere S. Au contraire les derivees D/Dt sont o~jectives,

i.e. independantes du repere du mouvement (quoiqu'elles dependent du repere directeur
choisi~ ces deux reperes doivent etre bien distingues).

La derivee d'une fonction scalaire, qui maintenant depend de A, T, r:t. j et ~(t), mais
verifie la relation 5.5, est donnee par:

f = tr( of DA) + of t + tr( of Dr:t.j)
. oA Dt oT or:t.j Dt

et toutes les relations contenant des vitesses (N° 3 et 6) se transposent immediatement.
La vitesse de deformation s'ecrit, au lieu de 3.3 :

~ = {~~E-J+ {E~~ P-1E-
1
}

et les deux termes du deuxieme membre sont maintenant independants du choix de la
configuration K.t Le premier est la vitesse de deformation elastique.

8. FRONTIERE ELASTIQUE ET FRONTIERE DE PLASTICITE INSTANTANEE

Soit 1t Ie tenseur de Kirchhoff relatif a une configuration reliichee K pour laquelle Ie
triedre directeur utilise se deduit des axes fixes Spar la transformation orthogonale 5.3.

t Par rapport ou triedre D choisi pour exprimer I'energie libre et Ie critere d'ecoulement.
t Dans les changements de la configuration K, E et P qui ne se rattachent a K que par un de leurs indices (Ie

premier pour P, Ie deuxieme pour E) ne se transforment pas comme des tenseurs. P et E' se transforment comme
des vecteurs.
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D'apres la definition du corps elastique-viscoplastique, il existe achaque instant dans
l'espace ft, Tun domaine:

(8.1 )

eventuellement reduit aune ligne, tel que si Ie point ft, T se trouve dans ce domaine aucune
deformation plastique ne se produit, et un domaine plus etendu:

I(ft, T, r:t j , P) < 0 (G < 0 => 1 < 0) (8.2)

eventuellement l'espace ft, T tout entier tel que, si Ie point ft, T se trouve dans ce domaine
aucune deformation plastique instantaneee n'est possible.

L'hypersurface G = 0 est la frontiere elastique, l'hypersurface f = 0 la frontiere de
plasticite instantanee.

Si l'on utilise des configurations isoclines K, G et 1 deviennent des fonctions de ft, T,
&.j de sorte que 8.1 et 8.2 deviennent:

G(ft, T,&.) < 0

J(ft, T, &.j) < O.

(8.1 )'

(8.2)'

On voit que la notion de triedre directeur permet de clarifier la question du critere
d'ecoulement d'un corps anisotrope, question qui restait un peu obscure dans Ie cas oil
l'on ne negligeait pas les deformations elastiques.

Cherchons maintenant ce que deviennent les conditions (8.1)' et (8.2)' lorsqu'on utilise
une configuration fixe (0) par rapport alaquelle Ie tenseur de Kirchhoffest fto . On a:

(8.3)

Decomposant P sous la forme polaire P = QL (QIQ = I, LT = L) nous obtenons, a
partir de (8.2)' par exemple :

• ~ ~ (t) - 1 A

f(QLftoLQ (det L) ,T, r:t j ) = O. (8.4)

Dans Ie cas oil il ya a isotropie dans la configuration relachee actuelle, 1est fonction
isotrope de ft donc Q disparait de 8.4 qu'on peut alors mettre sous la forme:

(8.5)

A~ designant Ie tenseur de Green de la deformation permanente par rapport a la
configuration 0 :

(8.6)

E. H. Lee [3] a propose pour Ie cas isotrope une condition du type (8.2)' avec/donction
isotrope de ft. A. E. Green et P. M. Naghdi [2] ont propose pour Ie cas general une con
dition du type 8.5. lIs ont remarque [4], l'accord, dans Ie cas isotrope, entre la theorie de
Lee et leur propre theorie qu'ils estiment generale. En fait, leur justification d'une relation
de la forme 8.5 a partir du principe d'objectivite ([2], p. 261) ne tient pas compte des
directeurs des microelements. Elle n'est valable que lorsque Ie repere directeur subit la
meme rotation que Ie macroelement, i.e. dans Ie cas d'isotropie.



734 J. MANDEL

A titre d'exemple, pour un monocristal, la frontiere elastique est atteinte lorsque la
cission sur un plan de glissement dans la direction de glissement prend une certaine valeur
k, qui depend de l'ecrouissage, ce qui se traduit par:

mrm = k(Ctj , T) (loi de Schmid) (8.7)

m est Ie vecteur unitaire de la direction de glissement, n celui de la normale au plan de
glissement, m et n sont deux directeurs attaches au reseau atomique. ft, m, n, Ctj sont relatifs
ala configuration relachee actuelle.

Passant ala configuration fixe 0, on a:

m = Prno,

~ designe la rotation subie par Ie reseau atomique. Elle differe de la rotation Q subie par
Ie cristal dans la transformation P = QL.

La condition 8.7 devient ainsi:

moWQLftoLQt~no = k(&j' T) det L.

Elle n'est pas de la forme 8.5, ce qui est evidemment dft a I'intervention des vecteurs
directeurs. En plus de fto et L (ou A~) elle introduit la rotation ~tQ = Q du cristal par rap
port au reseau atomique.

9. RELATIONS DE COMPORTEMENT POUR LA TRANSFORMATION
VISCOPLASTIQUE

La vitesse de la transformation plastique, rapportee a la configuration relachee
actuelle, soit (DP/Dt)P- 1 ne depend en fait nullement de la configuration (0) utilisee pour
definir P. Elle ne depend que des valeurs actuelles des variables ft, T, r:l. j et de leurs vitesses,
de ces dernieres lineairement.t

A. Commens;ons par Ie cas OU it n'y a pas deformations plastiques instantanees

Alors la vitesse de transformation plastique ne depend pas des vitesses de ft, T, r:l. j . En
utilisant des configurations relachees isoclines, on peut donc poser:

(9.1)

H designant la fonction d'Heaviside. La fonction A depend du repere directeur utilise.
11 faut definir la variation en fonction de t des variables d'ecrouissage r:l.j . Nous ad

mettrons qu'elles sont determinees par des equations differentielles:

~=M~~~ ~~

hk ne s'annule pas necessairement en meme temps que G, puisqu'on n'exclut pas la pos
sibilite de variations des r:I. en l'absence de deformation plastique (radoucissement).

11 faut noter que par 9.1 c'est la vitesse de transformation toute entiere (9 composantes)
par rapport au triedre directeur qui est determinee. La partie symetrique donne la vitesse
de deformation plastique. La partie antisymetrique donne la vitesse de rotation de l'element

t p(t) est une fonctionnelle de n(r), T(r), (r ::;; t) et eventuellement une fonction des valeurs actuelles n(t),
T(t). En derivant par rapport a ton obtient une fonction affine des vitesses actuelles.
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de matiere par rapport au triedre directeur, ou inversement celIe du triedre directeur par
rapport a l'element de matiere. C'etait necessaire, puisque les vecteurs directeurs ne
subissent pas la meme transformation que Ie macroeIement. Le triedre directeur est un
triedre cache; sa position se trouve determinee d'instant en instant par la proprieti:
precedente.

L'exemple du monocristal illustre clairement ces resultats. Si la deformation plastique
d'un monocristal resulte d'un glissement d'amplitude 'Y suivant un plan atomique de
normale n et dans une direction atomique de vecteur unitaire m, la vitesse en un point de
eoordonnees ~j dans un triedre attache au reseau atomique est donnee par:

Vi = yminj~j

d'ou

pp-I = grad v = ym(8)n (9.3)

(9.4)

(y fonction de it, T, Ii). Par rapport au reseau atomique, non seulement la vites'se de
deformation, mais aussi la vitesse de rotation dans la transformation plastique sont done
determinees.

Avec des configurations relaehees K quelconques, se deduisant des precedentes par
une transformation orthogonale IJ(t), les relations preeedentes deviennent:

DP -I
DiP = A(n, T, rl j , P)H(G)

(9.5)

ces fonctions tensorielles u(A, hk ou G) se deduisant des fonctions correspondantes u
relatives au triedre directeur par la relation:

u(n, T, rl j , P) = pu(p'np, T, p1rljP)pt

et les derivees D/Dt etant definies par:

DP .
- = P-O>DP
Dt

Drl .
Dt = rl-O>nrl+rlO>D

(9.6)

(9.7)t

(9.8)

OU O>D = ~pl.
Bien entendu, seule est definie par 9.4 et 9.5 la transformation par rapport au repere

directeur, i.e. P = ptp. On ne peut evidemment pas determiner separement P et p. En
prenant les parties antisymetriques, notees } {, des deux membres de 9.4, on obtient,
eompte-tenu de 9.7:

OU O>p = }PP- I
{.

Si l'on--convient de prendre des configurations relachees isoclines (P = ete), cette
equation determine la vitesse de rotation O>p dans la transformation plastique. Si au con
traire on convient de prendre une configuration relachee deduite de l'actuelle (contrainte)

t Cf. note (2) de W 7.
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par deformation pure, rop est connu et l'equation ci-dessus est une equation differentielle
pour fJ(t).t
Supposons que dans une configuration initiale reHichee, la structure de la matiere et Ie
champ des contraintes residuelles it l'interieur d'un element soient (au moins statistique
ment) isotropes (cela impl~qu~ 9ue les cxiO) sont des scalaires ou tenseurs isotropes).
Dans ce cas, les fonctions G, A, h ne changent pas lorsqu'on impose it l'element dans la
configuration initiale et par suite dans toutes les configurations reHichees ulterieures
(isoclines) une transformation orthogonale, independante de t, quelconque. Ce sont done
des fonctions !s~tropes de 1t et des C1. j • Alors d'apres 9.6, G, A, h (repere quelconque) cOInci
dent avec G, A, h done sont independantes de l'orientation fJ.

Si tous les parametres C1. restent des scalaires ou des tenseurs isotropes, G, A, h sont
des fonctions isotropes de 1t. Dans ce cas (ecrouissage isotrope) A est un tenseur
symetrique et 9.1 montre que la rotation de l'element par rapport au repere directeur est
nulle. Le repere directeur:j: est corotationnel it l'element.

B. Passons au cas ou it y a des deformations plastiques intantanees

Elles se produisent lorsque Ie point 1t, T atteint la frontiere de plasticite instantanee
f = °avec une vitesse dirigee vers les f positif.

Soit A la vitesse de f lorsqu'il n'y a pas de deformations plastiques intantanees:

(
of D1t) of· (of I)

A = tr 01t Vi +oT T + tr OCXk hk •
(9.9)

Si A. > °Ie point 1t, T reste sur la frontiere precedente et l'entraine (il ne peut pas la
franchir puisqu'elle correspond au cas limite de vitesses de deformation infinies).

Si A. < °il revient it l'interieur du domaine f < 0.
Les termes correspondant aux deformations instantanees dans les expressions de

(DP/Dt)P- 1 et Dcxk/Dt s'annulent done en meme temps que A.. Puisqu'ils sont lineaires
par rapport aux vitesses on peut poser:

si

(9.10)

(9.11)

f(1t, T, cxj , fJ) = 0 et A z 0,

tandis que 9.4 et 9.5 s'appliquent si A. < 0 ou f < O.

t Cette equation n'est pas de la forme 9.2, puisque la vitesse de rotation de ('element y intervient. II en serait
de meme pour toute variable cachee dependant ala fois de ('etat interne de I'etat interne et de /'orientation. Cette
intervention de la vitesse de rotation semble avoir echappe a la plupart des auteurs qui se sont occupes de la
definition des sytemes au moyen de variables cachees.

t lei unique, acause de la condition-parametres scalaires ou tenseurs isotropes.
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La dependance en ~ de f, B, Ik est toujours exprimee par 9.6. Les fonctions Ik sont liees
entre elles par une relation qui resulte de ce que, si A. > 0, f reste nul, d'oil:

soit:

(9.12)

La surface f = °peut presenter des points pyramidaux ou coniques correspondant it
l'entree enjeu simultanee de plusieurs mecanismes non retardes. En un point oil se coupent
n nappes de la "Surface on devra dans 9.10, 9.11 faire intervenir n multiplicateurs A. On
aura alors n conditions 9.12.

Avec A = °et hk = °on obtient les regles d'ecoulement de la plasticite classique,
precisees (influence de ~ et (J)D)t et completees (partie antisymetrique de 9.10, necessaire
pour determiner ~).

C. Description lagrangienne (configuration de reference fixe)
Introduisant Ie tenseur de deformation plastique defini par 8.6, on a, en utilisant des

configurations reliichees isoclines:

(9.13)

Aet Bsont des fonctions de it, T, {ij' oil it s'exprime par 8.3 en fonction de Pet 1to. En
decomposant P sous la forme polaire P = QL, on obtient:

(9.14)

Cette relation, oil L = (! +2A~)t, ne suffit pas en general pour determiner A~, parce
qu'elle contient la rotation Q. Of! doit lui associer la relation obtenue it partir de la partie
antisymetrique (notee } {) de PP- 1,

(9.15)

Dans Ie cas oil il y a isotropie dans les configurations reliichees, Aet Bsont fonctions
isotropes de it, donc tenseurs symetriques, donc Q disparait de 9.14 qu'on peut alors
mettre sous la forme:

(9.16)

C'est la forme proposee par P. Perzyna [7] dans Ie cas viscoplastique (A = 0), par
A. E. Green et P. M. Nagdhi [2] dans Ie cas de la plasticite ciassique (A' = 0, bk = 0). Ces
derniers auteurs ont note [4] que la theorie proposee pour Ie cas isotrope par E. H. Lee
[3] (qui part de la notion de configuration relachee) etait en accord avec leur propre theorie

t La precision Ia plus interessante concerne la vitesse de contrainte Dft/Dt intervenant dans ('expression 9.9
de ).: c'est la vitesse par rapport au triedre directeur choisi.



738 1. MANDEL

qu'ils estiment plus generale. En fait la forme 9.16 n'est valable que dans Ie cas d'isotropie,
toujours pour la meme raison (intervention des directeurs).t

A titre d'exemple, pour un monocristal et un seul systeme de glissement, on obtient,
en partant de 9.3, ecrite dans Ie repere directeur constitue par Ie reseau atomique (m = mo,
0=00 ):

A~ = pt{mo®Do}Py(it, T,&)

oil it est exprime par 8.3 en fonction de 1to et P. Cette expression est bien de la forme 9.13
mais ne se reduit pas it la forme 9.16.

10. COMPOSITION DES TRANSFORMATIONS PLASTIQUES ET
ELASTIQUES

Nous nous bornons ici it resumer les resultats que nous avons exposes dans les
references [ll

La transformation eIastique E qui fait passer de la configuration relachee (K) it la con
figuration actuelle (a) etant decomposee sous la forme polaire:

E = RS

la relation 3.2 donne:

oil:

DS
grad v = rob+R-S-1Rt +RS(A+A.B)S-lR'

Dt
(10.1)

(10.2)

Les trois termes du deuxieme membre de 10.1 sont independants de la configuration
relachee choisie. rob est la vitesse de rotation du triedre directeur pris dans la configuration
relachee particuliere (K 1) qui se deduit de (K) par la transformation orthogonale R ou
encore de La configuration actuelle (a) par une deformation pure (RS - 1R').

Si les deformations thermoelastiques sont infiniment petites, on peut poser:

S = (1 +2A)± = 1+A

et negliger A vis it vis de 1, d'ou:

grad v = rob + R DA R' + R(A + AB)R'.
Dt

t A priori on peut poser (dans Ie cas viscoplastique):

(10.3)

p etant la matrice de la transformation orthogonale d'une base formee Ii partir de 2 directeurs. Le principe
d'objectivite reduit simplement cette relation Ii la forme (equivalente Ii 9.14):

oil:
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Le troisieme terme ne contenant plus S, on voit que les vitesses de transformation
plastique et elastique et la vitesse de rotation du triedre directeur, toutes trois evaluees
pour la configuration K I , s'additionnent.

La relation 10.3 presente un aspect plus simple lorsqu'on utilise comme configuration
de reference, la configuration K I , parce que dans ce cas R = 1 et 1t peut etre confondu
avec a, tenseur des contraintes de Cauchy d'oil:

(10.4)

~;, designe la vitesse de deformation elastique par rapport it la configuration K I . Si les
coefficients thermoelastiques sont independants de l'ecrouissage:

Dans Ie cas general, c'est seulement l'aspect qui est Ie plus simple; A, D, AI' k l , sont
fonctions de l'orientation PI du triMre directeur dans la configuration K I . Toutefois s'il ya
isotropie dans une configuration initiale non contrainte, les fonctions A, B et les co
efficients AI, k l,ne dependent pas de /31 et Ie choix de la configuration K I comme reference
est avantageux.

En separant dans 10.4 les parties symetrique et antisymetrique, on obtient:

(10.5)

00.6)

oil rob = PIP~,
ro designe la vitesse de rotation de l'element. S'il y a isotropie dans les configurations
reHichees, A et D sont de tenseurs symetriques, d'oil: ro = rob. L'equation 10.6 est neces
saire pour determiner PI'

On doit noter que la relation 10.5 n'est jamais, it elle seule, suffisante, meme dans Ie
cas d'isotropie initiale (oil A, Dne dependent pas de PI)' parce que rob figure dans ~;,

et par la derivee :

(Da) = a- roba +arob
Dt I

oil rob doit etre deduit de 10.6.
La veritable equation de comportement est toujours 10.4 (plus generalement 10.3

ou 10.1). Cet aspect, quelque peu inhabituel, de la relation de comportement d'un milieu
elastoplastique est dil it l'intervention des directeurs.
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Abstract-The paper is concerned with the structure of the constitutive equations of either an elastic-plastic or
an elastic-viscoplastic medium in a finite transformation. As the plastic deformation results from discontinuitip-s
of either displacements or rotations between the oriented microelements, some hidden director vectors must be
introduced, or equivalently internal hidden variables and a hidden orthonormal triad, the director frame.

In order to decompose the thermoelastic-viscoplastic transformation, a relaxed (or intermediate) configura
tion is used. An important feature of the theory is that, except in the case of isotropy in the relaxed configurations,
the constitutive equations contain not only the stretching tensor, but also the spin relative to the director frame.

A6cTpaKT-B pa60Te HCCile,nyeTclI CTpyKTypa ypaBHeHHH COCTOllHHlI Y[Jpyro-nJJaCTH~ecKoH Cpe,nbl HilH
ynpyro-B1I3KonilacTH~ecKOH, ,nJJlI KOHe~Horo rrpe06pa30BaHHlI. HacKoJlbKO rrJlaCTH~eCKall ,l\el/>opMallHlI
lIBJllIeTCll pe3YJlbTaTOM pa3pbIBOB BCJle,nCTBHe rrepeMeUleHHH I1JJH BpaUleHI1H MelK,ny 0pl1eHTl1pOBaHHbIMH
MI1KP03J1eMeHTaMI1, HylKHO BBeCTH HeKOTopble YKPblTblC HanpaBJleHHble BeKTopbl, I1J1H, paBHOCHJlbHO,
BHyTpeHHble yKpblTble nepeMeHHble H yKpblTylO OpTOHopMaJlbHylO TpHa,ny, ,l\JllI HanpaBJleHHOH CHCTeMbl.

HClloJlb3yeTcll OCJla6ileHHall II1J1H npoMelKYTo~Halll KOHI/>Hrypalll1l1, c lIeJlblO pa3J10lKeHl111 TepMoynpyro
B1I3KOnJlaCTI1~eCKOro npeo6pa30BaJlHlI. 3a I1CKillO'IeHl1eM cJly~all IHOTpOnHI1 ,l\JllI oCila6J1eHHblX KOHl/>l1r
ypallHH, BalKHblM npH3HaKOM ')TOH TeOpl1H lIBJllIeTCll l/>aKT. ~TO ypaBHeHHlI COCTOllHHlI co,neplKaT B ce6e
He TOJlbKO TeH30p paCTlIlKeHHlI, HO TaKlKe OTHOCI1TeJlbHblH Cnl1H KCI1CTeMe HanpaBJleHl1l1.


